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Teoria strun zostala zaproponowana w latach 70. XX wieku jako kandydatka
na teorie unifikujacg mechanike kwantowa i ogélng teorie wzglednosci. Od tego
czasu znaleziono takze wiele jej zwiazkow z réznymi dziedzinami matematyki.
Jednym z interesujacych aspektéw teorii strun jest to, ze przewiduje ona wiele
nowych dualnosci miedzy teoriami fizycznymi. Dzieki tym dualnosciom bylismy
na przyklad w stanie uzyskaé glebsze zrozumienie nieperturbacyjnych efektow
w r6znych kwantowych teoriach pola. Pojecie dualnosci jest na tyle rozlegle, ze
do dzis fizycy i matematycy po$wiecaja cate swoje zycie ich badaniu.

Waznym przykladem dualnodci jest dualnosé miedzy trojwymiarows teoria
Cherna-Simonsa [1-3], a supersymetryczna trojwymiarowa teoria cechowania
typu N = 2 [4-7]. Na pierwszy rzut oka sa to dwie zupelnie niepowiazane ze
soba teorie. Teoria Cherna-Simonsa jest topologiczna teorig pola. Obserwable
w tej teorii to petle Wilsona, ktére moga by¢ nietrywialnie zapetlone, a ich
warto$ci oczekiwane odtwarzaja niezmienniki wezléw. Z drugiej strony, teorie
typu N = 2 to supersymetryczne teorie cechowania z wieloma oddzialujacymi
polami (skalarnymi, wektorowymi, spinorowymi). Jedna z istotnych obserwabli
dla takich teorii jest ich indeks'. Poniewaz indeks jest wielkoscia zachowana,
moze on dostarczaé informacji takze o nieperturbacyjnych wtasnosciach teorii;
w tym przypadku zlicza on liczbe stanéw/czastek BPS (Bogomol'nyi-Prasad-
Sommerfeld) o danym spinie.

Indeks to warto$é¢ oczekiwana operatora (—1)¥', gdzie F' zlicza liczbe fermionéw. Biorac
pod uwage, ze w teoriach supersymetrycznych prawie wszystkie stany tworza pary, stany te
znosza sie nawzajem, a jedyny wktad do indeksu maja stany, ktore nie maja pary fermionowej.
Stany bez par fermionowych nazywane sa stanami BPS [8].



Waznym przejawem wspomnianej dualnosci jest to, ze funkcje generujaca
wartosci oczekiwane petli Wilsona w teorii Cherna-Simonsa, pokolorowanej
przez wszystkie symetryczne reprezentacje, mozna przepisaé jako indeks BPS
trojwymiarowej teorii typu NV = 2. W szczegolnosci, wartosci oczekiwane
petli Wilsona w teorii Cherna-Simonsa z grupa cechowania SU(2) w jej
symetrycznych reprezentacjach (kolorach) odtwarzaja stynny kolorowy wielo-
mian Jonesa [9, 10]. Kolorowy wielomian Jonesa mozna uog6lnié do kolorowego
wielomianu HOMFLY-PT (Hoste, Ocneanu, Millett, Freyd, Lickorish, Yetter,
Przytycki i Traczyk) [11, 12]. Funkcje generujaca dla tych wielomianéw mozna
skonstruowaé z fizycznego punktu widzenia, po prostu dodajac zrodtowy czton
do dziatania Cherna-Simonsa. W ten sposob otrzymujemy szereg w parametrze
q, identyczny z szeregiem dla indeksu supersymetrycznej teorii typu N' = 2 (po
odpowiedniej identyfikacji zmiennych).

Zwigzek miedzy powyzszymi dwoma teoriami przejawia si¢ tez na inne
sposoby. Mozemy wykona¢ rozwiniecie Wentzela—Kramersa—Brillouina (WKB)
funkcji generujacej dla petli Wilsona przy duzym kolorze grupy cechowania.
Wiodacy wktad takiego rozwiniecia jest zakodowany w krzywej algebraicznej
znanej jako wielomian A. Wielomian A jest kolejnym niezmiennikiem wezta,
ktory dla grupy cechowania SU(2) jest definiowany jako charakterystyczna roz-
maitos¢ SL2(C) dla dopelnienia wezta [13]. Analogicznie do poprzednich wielo-
mianow weztow, wielomian A mozna réowniez uogédlni¢ na przypadek SU(N) z
dodatkowym parametrem kodujacym zaleznosé od N [14]. Wielomian A wezla,
w przypadku dualnej teorii cechowania typu A/ = 2, odgrywa podobng role jak
krzywa Seiberga-Wittena dla czterowymiarowych teorii N' = 2. Wielomian ten
zadaje réwniez funkcje generujaca, ktora zlicza klasyczne czastki BPS2.

Powyzsza dualnosé odkryli Ooguri i Vafa [15] w kontekscie topologicznej
teorii strun®. Dzieki mechanizmowi znanemu jako przejscie geometryczne
wywnioskowali oni, ze amplitudy otwartych strun topologicznych na zdefor-
mowanym konifoldzie s powiagzane z amplitudami na innej geometrii tta, zwanej
rozwiazanym konifoldem. Mialo to powazne konsekwencje dla kwantowych
teorii pola opisujacych efektywne mody niskoenergetyczne niektorych konfigu-
racji strun i bran. Z jednej strony, topologiczna teoria strun w zdeformowanym
konifoldzie jest opisana przez nieabelowa teorie Cherna-Simonsa. Z kolei super-
symetryczne teorie cechowania typu N = 2 opisujg topologiczng teorie strun w
rozwiazanym konifoldzie, z drugiej strony przej$cia geometrycznego.

Powyzsza dualno$é ma istotne implikacje. Pozwala ona na przyktad zinter-
pretowaé widma stanow BPS teorii N' = 2 jako nowe niezmienniki weztow, ktore
okreslane sa jako niezmienniki Labastida-Marino-Ooguri-Vafa (LMOV). Jako ze
liczby stanéw sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, niezmienniki LMOV takze
powinny mie¢ taka wlasnosé.

W ostatnim czasie odkryte zostalo bardzo obiecujace podejscie do udowod-

2Gdzie klasyczny oznacza, ze sumujemy rézne wartosci spinu czastek BPS.

3Topologiczna, teoria strun jest uproszczona wersjg, oryginalnej teorii strun, w ktorej is-
totne sa tylko topologiczne stopnie swobody. To sprawia, ze topologiczna teoria strun jest
teorig catkowalna, w ktorej rozne wielkosci moga by¢ doktadnie obliczane, a zatem jest bardzo
przydatna do analizy dualnosci wywodzacych sie z teorii strun.



nienia calkowitosci niezmiennikow LMOV, ktore jest okreslane jako kore-
spondencja weztéw-kotczanow [16-20]. Kolczan jest grafem skierowanym, a
reprezentacja kolczanu przypisuje przestrzenn wektorowa do kazdego wierz-
chotka takiego grafu, oraz odwzorowanie liniowe miedzy takimi przestrzeni-
ami do kazdej strzatki w grafie (laczacej wierzchotki odpowiadajace danym
przestrzeniom wektorowym). Niezmienniki Donaldsona-Thomasa (DT) zadaja
liczbe rownowaznych reprezentacji kotczanu. Okazuje sie, ze funkcje generujaca
niezmiennikéw DT, zwang réwniez szeregiem kotczanowym, mozna utozsamic z
indeksem supersymetrycznej teorii typy N = 2. W zwiazku z tym, wspomni-
any wczesniej zwigzek takich teorii z teoriami Cherna-Simonsa, prowadzi do
interpretacji niezmiennikow DT jako niezmiennikéow LMOV i liczby czastek
BPS. Calkowitosé niezmiennikow DT zostala zapostulowana przez Kontsevicha i
Soibelmana [21], a nastepnie udowodniona przez Efimova [22] przy uzyciu kwan-
towych algebr Halla. Z tego stwierdzenia oraz utozsamienia niezmiennikéw DT
i LMOV wynika zatem dowod catkowitosci tych drugich niezmiennikéw. Zatem,
aby udowodni¢ calkowitos¢ niezmiennikow LMOV dla danego wezta, wystar-
czy znalezé odpowiadajacy mu kotczan. Dotychczas kotczany takie zostaly
znalezione dla nieskonczonej rodziny weztow, tzw. ,arborescent knots”.

Jak juz wspomnieliémy, zwigzki weztow, kolczanéw, supersymetrcznych
teorii z cechowaniem i topologicznych strun to ogromne i w duzej mierze
niezbadane terytorium. Pierwsze zagadnienie poruszone w przedstawionej
rozprawie dotyczy pytania, czy rézne teorie typu N = 2 mozna powigzaé z
ta sama obserwabla w teorii Cherna-Simonsa — innymi stowy, czy mozna wiele
kolczanéw przypisaé¢ do tego samego wezta. Jak w rozprawie wykazujemy,
odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca. To prowadzi nas do odkrycia skomp-
likowanej sieci dualnosci pomiedzy teoriami typu N = 2, oraz nowych niezmi-
ennikéw weztéw. Drugie zagadnienie poruszone w rozprawie to wprowadzenie
obiektu okreslanego jako wielomian A dla kotczanu. W rozprawie takie obiekty
konstruujemy, opisujemy rozne ich wlasciwosci, oraz inicjujemy program klasy-
fikacji takich wielomianow A.

Pierwszy cel rozprawy to zbadanie sieci dualnosci miedzy super-
symetrycznymi teoriami cechowania typu N = 2. Wryniki te przedstawione
sa takze w pracy opublikowanej wraz z moimi wspo6tpracownikami

e H. Larraguivel, D. Noshchenko, M. Panfil and P. Sutkowski, Nahm sums,
quiver A-polynomials and topological recursion. J. High Energ. Phys.
2020, 151 (2020).

Dualno$c¢ ta wynika z faktu, ze mozemy przypisa¢ dwa lub wiecej kolczanow
do tej samej supersymetrycznej teorii, czyli tez do tego samego wezta. Kolczany
takie okreslamy jako rownowazne. Dosy¢ nieoczekiwanie, poza pierwszymi
dwoma najprostszymi weztami, do pozostalych weztéw przypisana jest bardzo
duza liczba rownowaznych kolczandéw. Aby zwizualizowaé zawily sie¢ dualnosci
pomiedzy rownowaznymi kolczanami, przedstawiamy ja w strukturze grafu,
ktorego wierzchotki reprezentuja réwnowazne kolczany, a krawedzie reprezen-
tuja operacje przeksztalcajaca na siebie dwa dane rownowazne kolczany. Jak w
rozprawie wykazujemy, grafy takie zbudowane sa z kombinatorycznych obiektow


https://link.springer.com/article/10.1007/JHEP07(2020)151
https://link.springer.com/article/10.1007/JHEP07(2020)151

zwanych permutohedronami. Permutohedron to obiekt przedstawiajacy dzi-
alanie grupy permutacji, ktorego wierzchotki przypisane sa do poszczegolnych
permutacji, a krawedzie do permutacji zwiazanych z transpozycja sasiednich el-
ementow [23]. Jesli tylko dualnosé weztow-kolczanow zachodzi rzeczywiscie dla
wszystkich weztow, to wprowadzone przez nas grafy zlozone z permutohedronow
moga same w sobie stanowié¢ nowe niezmienniki weztéw.

Drugim celem tej pracy jest konstrukcja nowych obiektéw, ktore nazywamy
wielomianami A dla kolczanéw, oraz rozpoczecie programu ich klasyfikacji. Ta
czesé jest oparta na drugiej pracy opublikowanej z moimi wspotpracownikami

e H. Larraguivel, D. Noshchenko, M. Panfil and P. Sutkowski, Nahm sums,
quiver A-polynomials and topological recursion. J. High Energ. Phys.
2020, 151 (2020).

Aby skonstruowa¢ wielomiany A, relacje rekurencyjne spelniane przez sz-
ereg kolczanowy zapisujemy jako anihilujace taki szereg operatory liniowe?.
Pokazujemy, ze operatory takie generuja ideal wszystkich operatoréw anihiluja-
cych szereg kolczanowy. Dzieki tej obserwacji jesteSmy w stanie skonstruowaé
kwantowy wielomian A kolczanu z wykorzystaniem eliminacji nieprzemiennej®.
Klasyczny wielomian A mozna otrzymaé¢ w odpowiednio zdefiniowanej granicy
klasycznej. W dalszej czesci pracy klasyfikujemy wielomiany A dla kolczanow
z dwoma wierzchotkami. W szczegélnosci wykazujemy, ze istnieje tylko kilka
nieskonczonych rodzin kotczanéw dla ktorych wielomiany A maja genus zero,
oraz skoriczena liczba kolczandéw, ktérych wielomian A ma dany genus wyzszy
od zera.

Wyniki przedstawionej rozprawy doktorskiej sa istotnym wktadem w badanie
dualnosci wezlow-kotczandéw. Wyniki dotyczace wielomianéw A moga takze
pomoéc w zrozumieniu wlasnosci i asymptotyki niezmiennikow DT, a takze ich
klasyfikacji. Mamy ponadto nadzieje, ze niniejsza rozprawa bedzie stuzy¢ jako
przystepne i zwiezte wprowadzenie do tej tematyki.
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